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.
قضیه

..

......

صورت این در باشد. تقارن Έی S : PH → PH کنیم فرض ویΎنر) تقارن نمایش (قضیه
ͳپادخط عملΎر Έی یا ͳان΋ی ͳخط عملΎر Έی Û : H → H آن در که S[Ψ] = [Û ·Ψ]

هر برای که طوری به باشد دیΎری عملΎر V̂ : H → H اگر این، بر علاوه است. ͳان΋ی پاد
.θ ∈ R Έی برای V̂ = eiθÛ آنگاه ،S[Ψ] = [V̂ ·Ψ] ،[Ψ] ∈ PH
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. تعریف

..

......
T : G → GL(V) ͳگروه ͳهمریخت Έی ،V مختلط برداری فضای در G گروه از نمایش Έی

است.

. تعریف

..

......

Έی را G از T : G → GL(H ) نمایش باشد. مختلط هیلبرت فضای Έی H کنیم فرض
Έی دیΎر، عبارت به باشد. ͳان΋ی عملΎر Έی T (f) ،f ∈ G هر برای هرگاه مͳ نامیم ͳان΋ی نمایش

است. T : G → U(H ) ͳهمریخت Έی ،ͳان΋ی نمایش
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.
گزاره

..

......

در C : G × G → R هموار تابع آنگاه باشد، ͳافکنش نمایش Έی TC : G → PU(H ) اگر
2‐هم دور شرط

C(f, gh) + C(g, h) = C(fg, h) + C(f, g), ∀f, g ∈ G

.[C] ∈ H۲(G;R) دیΎر، عبارت به مͳ کند. صدق
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الΎوریتم:
مͳ کنیم. پیدا را مͳ دهیم) نشان G با (که آن ͳهمان مولفه و کرده ͳبررس را مدنظر ͳل گروه همبندی (1)

مͳ کنیم. پیدا را مͳ دهیم) نشان G̃ با (که آن ͳجهان پوشش و کرده محاسبه را G بنیادین گروه (2)
مͳ کنیم. پیدا را مͳ دهیم) نشان g̃ با (که G̃ ͳجهان پوشش ͳل جبر (3)

مͳ کنیم. محاسبه را g̃ کوهمولوژی فضای دومین (4)
و G ͳافکنش ͳان΋ی نمایش های بین Έی به Έی تناظر Έی آنگاه ،H۲(g̃;R) = 0 اگر •

دارد. وجود (g̃ دقیق ͳان΋ی نمایش های لذا (و G̃ دقیق ͳان΋ی نمایش های
طوری به مͳ یابیم را [C] ∈ H۲(G;R) آنگاه ،H۲(g̃;R) ∼= H۲(g;R) = ⟨[c]⟩ اگر •

بین Έی به Έی تناظر Έی صورت این در مͳ کنیم. پیدا را G از ĜC مرکزی گسترش و δC = c که
دارد. وجود ĜC دقیق ͳان΋ی نمایش های و G ͳافکنش ͳان΋ی نمایش های
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:SO(2) ͳل گروه نمایش های
است. همبند ͳل گروه Έی SO(2) (1)

است. R آن، ͳجهان پوشش و Z با ی΋ریخت SO(2) بنیادین گروه (2)
است. R برابر R ͳجهان پوشش ͳل جبر (2)

.H۲(R;R) = 0 (3)
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:SO(3) ͳل گروه نمایش های
است. همبند ͳل گروه Έی SO(3) (1)

است. SU(۲) آن، ͳجهان پوشش و Z۲ با ی΋ریخت SO(3) بنیادین گروه (2)
است. [Li, Lj] = iϵijkLk جابه جاگری روابط و {L۱, L۲, L۳} پایه دارای su(۲) ͳل جبر (2)

.H۲(su(۲);R) = 0 (3)
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داریم: j = ۱
۲ ازای به اسپین: ۱۲ نمایش

Γ۱ =
۱
۲

(۰ ۱
۱ ۰

)
, Γ۲ =

۱
۲

(۰ −i
i ۰

)
, Γ۳ =

۱
۲

(۱ ۰
۰ −۱

)
داریم: صورت این در

T̂۱
۲
(eiθL۳) = eiθΓ۳ =

(
ei θ۲ ۰
۰ e−i θ۲

)
.

داشت: خواهیم θ۱ + θ۲ = ۲π که طوری به θ۲ و θ۱ ازای به

T̂۱
۲
(eiθ۱L۳)T̂۱

۲
(eiθ۲L۳) =

(
ei

(θ۱+θ۲)

۲ ۰
۰ e−i

(θ۱+θ۲)

۲

)
= −

(۱ ۰
۰ ۱

)
= −I۲×۲.
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. تعریف

..

......

اندازه Έی µ مͳ کند، عمل M روی تراگذری طور به که ͳل گروه Έی G خمینه، Έی M کنیم فرض
،p ∈ M ،M روی G‐ناوردا شبه

S : Gp → GL(E)

خیزهای از پیوسته خانواده Έی g : M → G و E هیلبرت فضای در Gp از ͳان΋ی نمایش Έی
نگاشت باشد. M روی استاندارد

T : G → GL(L۲(M, µ, E))

مͳ نامیم: S توسط G از القایی نمایش را زیر ضابطه با

(T (f) ·Ψ)(q) =
√
ρf−۱(q)S(g−۱

q fgf−۱·q) ·Ψ(f−۱ · q)
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مͳ شود: تبدیل زیر صورت به T نمایش آنگاه باشد، ناوردا µ G‐ناوردای شبه اندازه که ͳصورت در

(T (f) ·Ψ)(q) ≡ Ψ(f−۱ · q).
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. تعریف

..

......

باشد. A در G از نمایش Έی σ : G → GL(A) و برداری گروه Έی A ،ͳل گروه Έی G کنیم فرض
گروه ،σ به نسبت A و G نیمه مستقیم حاصلضرب

G ⋉σ A ≡ G × A مجموعه) عنوان (به

دوتایی عمل با
(f, α) · (g, β) ≡ (fg, α+ σf(β))

مͳ نامیم. انتقال ها را A اعضای و خیزها یا دوران ها را G اعضای است.
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. تعریف

..

......

کنیم فرض
R : Gp → GL(E)

القایی نمایش باشد. E هیلبرت فضای Έی در Gp از کاهش ناپذیر ͳان΋ی نمایش Έی

T : G ⋉ A → GL(L۲(Op, µ, E))

ضابطه با

(T ((f, α)) ·Ψ)(q) =
√
ρf−۱(q)ei⟨q,α⟩

(
R(g−۱

q fgf−۱·q) ·Ψ
)
(f−۱ · q)

مͳ نامیم. Op تکانه مدار و R اسپین با ͳاسپین ذره Έی را
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:Έکوچ گروه روش الΎوریتم
باشد. A در G از نمایش Έی σ : G → GL(A) و برداری گروه Έی A ،ͳل گروه Έی G کنیم فرض

مͳ کنیم. پیدا را A∗ دوگان فضای (1)
مͳ کنیم. ͳمعرف را σ∗ : G → GL(A∗) دوگان نمایش (2)

مͳ کنیم. پیدا را Op مدار و کرده ͳمعرف p ∈ A∗ استاندارد مدار نماینده Έی (3)
که مͳ کنیم ͳمعرف q 7→ gq ضابطه با Op → G استاندارد خیزهای از پیوسته خانواده Έی (4)

کند. وصل Op نقاط به را p مداری نماینده
مͳ کنیم. پیدا Op روی G‐ناوردا شبه اندازه Έی (5)

مͳ کنیم. پیدا را Gp Έکوچ گروه (6)
مͳ کنیم. پیدا را R : Gp → GL(E) اسپین نمایش (7)

مͳ کنیم: ͳمعرف زیر صورت به را T : G ⋉ A → GL(L۲(Op, µ, E)) القایی نمایش (8)

(T ((f, α)) ·Ψ)(q) =
√
ρf−۱(q)ei⟨q,α⟩

(
R(g−۱

q fgf−۱·q) ·Ψ
)
(f−۱ · q).
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. تعریف

..

......

لورنتس گروه را است مثبت دترمینان با لورنتس ماتریس های از متش΋ل که لورنتس گروه از ͳزیرگروه •
مͳ دهیم. نشان SO(D − ۱,۱) نماد با و نامیده سره

لورنتس گروه را است مثبت f۰۰ با لورنتس ماتریس های از متش΋ل که لورنتس گروه از ͳزیرگروه •
مͳ دهیم. نشان O(D − ۱,۱)↑ نماد با و نامیده متعامد

لورنتس زیرگروه را SO(D − ۱,۱)↑ ≡ SO(D − ۱,۱) ∩ O(D − ۱,۱)↑ زیرگروه •
است. لورنتس گروه ͳهمان مولفه که مͳ نامیم متعامد سره
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. تعریف

..

......

نیمه مستقیم حاصلضرب ناهمΎن)، لورنتس گروه (یا پوانکاره گروه

IO(D − ۱,۱) ≡ O(D − ۱,۱)⋉σ RD

تعریف σf(α) ≡ f · α ضابطه با σ : O(D − ۱,۱) → GL(RD) نمایش آن در که است
مͳ شود.

مͳ شود: ͳمعرف زیر صورت به که مͳ نامیم همبند پوانکاره گروه را پوانکاره گروه ͳهمان مولفه

ISO(D − ۱,۱)↑ ≡ SO(D − ۱,۱)↑ ⋉σ RD.
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ذره ها و نمایش ها
پوانکاره ذره های

گالیله ذره های

مرکزی گسترش های و ͳکوانتوم Έانی΋م
القایی نمایش های
گالیله و پوانکاره گروه نمایش های
ͳهندس کوانتش و ͳهم الحاق مدارهای
ویراسورو گروه
ویراسورو گروه ͳهم الحاق مدارهای
ویراسورو مدارهای روی بری فازهای
مراج΄

ͳریخت΋ی پس است، RD روی ناتباهیده متقارن ͳدوخط فرم Έی (·, ·) ͳ΋مینکوفس Έمتری چون

I : RD → (RD)∗ : α 7→ I(α) ≡ (α, ·)

صورت به σ∗ : SO(D − ۱,۱) → GL
(
(RD)∗

)
دوگان نمایش صورت این در دارد. وجود

بود: خواهد زیر

f 7→ σ∗f : (RD)∗ → (RD)∗ : p 7→ σ∗f (p) ≡ f · p

مͳ دهد. نشان را ͳماتریس ضرب · آن در که
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ویراسورو مدارهای روی بری فازهای
مراج΄

ضابطه با SO(D − ۱,۱)↑ × (RD)∗ → (RD)∗ عمل تحت p ∈ (RD)∗ تکانه مدار
بود: خواهد زیر صورت به (f, p) 7→ σ∗f (p) ≡ f · p

Op = {f · p : f ∈ SO(D − ۱,۱)↑} = {q ∈ RD : q۲۰ − q۲ = M۲}

است. ثابت M۲ ≡ −p۲ آن در که
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القایی نمایش های
گالیله و پوانکاره گروه نمایش های
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ویراسورو گروه ͳهم الحاق مدارهای
ویراسورو مدارهای روی بری فازهای
مراج΄
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ͳهندس کوانتش و ͳهم الحاق مدارهای
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ذره ها و نمایش ها
پوانکاره ذره های

گالیله ذره های

مرکزی گسترش های و ͳکوانتوم Έانی΋م
القایی نمایش های
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مراج΄

. تعریف

..

......

و Op = {0} ،p = 0 ͳیعن است؛ ͳبدیه مدار با ͳنمایش پوانکاره، گروه خلأ نمایش (خلأ)
کاهش ناپذیر ͳان΋ی نمایش اسپین، نمایش .Gp = SO(D − ۱,۱)↑

R : SO(D − ۱,۱)↑ → GL(E)

خواهد زیر صورت به T : G ⋉ A → GL(L۲(Op, µ, E)) القایی نمایش صورت این در است.
بود:

(T (f, α) ·Ψ)(q) =
(
R(g−۱

q fgf−۱·q) ·Ψ
)
(f−۱ · q).
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ذره ها و نمایش ها
پوانکاره ذره های

گالیله ذره های

مرکزی گسترش های و ͳکوانتوم Έانی΋م
القایی نمایش های
گالیله و پوانکاره گروه نمایش های
ͳهندس کوانتش و ͳهم الحاق مدارهای
ویراسورو گروه
ویراسورو گروه ͳهم الحاق مدارهای
ویراسورو مدارهای روی بری فازهای
مراج΄

مͳ شود: ͳمعرف زیر صورت به جرم دار ذره های برای استاندارد خیز های از q 7→ gq پیوسته خانواده Έی

gq =

(√
۱+ q۲/M۲ qj/M

qi/M δij +
qiqj

q۲

(√
۱+ q۲/M۲ − ۱

))

که طوری به
gq · p = (

√
M۲ + q۲, q).

مͳ شود: ͳمعرف زیر صورت به Op
∼= RD−۱ روی لورنتس‐ناوردا اندازه Έی

dµ(q) =
dD−۱q√
M۲ + q۲

است. فضایی تکانه q = (q۱, . . . , qD) ∈ RD−۱ آن در که
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مراج΄

. تعریف

..

......

Έکوچ گروه با Op
∼= RD−۱ مدار ،M جرم با جرم دار ذره Έی تکانه های جرم دار) (ذره های

کاهش ناپذیر ͳان΋ی نمایش اسپین، نمایش مͳ کنند. تولید را SO(D − ۱)

R : SO(D − ۱) → GL(E)

مͳ شود. مشخص وزن بیشرین با ساختار توسط که است
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مراج΄

. تعریف

..

......

نیمه مستقیم حاصلضرب D‐بˇعدی، گالیله )گروه
O(D − ۱)⋉σ۱ R

D−۱)⋉σ۲

(
RD−۱ × R

)
صورت به خیزها روی دوران ها آن در که است

(σ۱)f(v) ≡ f · v

صورت به انتقال ها روی خیزها و دوران ها و

(σ۲)(f,v)(ααα, t) ≡ (f ·ααα+ vt, t).

مͳ کنند. عمل
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ویراسورو مدارهای روی بری فازهای
مراج΄

. تعریف

..

......

نیمه مستقیم حاصلضرب D‐بˇعدی، بارگمن )گروه
O(D − ۱)⋉RD−۱)⋉σ

(
RD−۱ × R

)
× R

و گالیله گروه از عضوی (f, v,ααα, t) آن در که هستند (f, v,ααα, t, λ) صورت به آن اعضای که است
به σ : O(D − ۱)⋉RD−۱ → GL(RD−۱ × R) نمایش و است ͳحقیق عدد Έی λ

مͳ شود: تعریف زیر صورت

σ(f,v)(ααα, t, λ) = (f · α+ vt, t, λ+ v · f ·ααα+
۱
۲v۲t)

است. ͳاقلیدس نُرم v۲ ≡ vivi آن در که است
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مراج΄

اینکه به توجه با و G = SO(D−۱)⋉RD−۱ ،A =
(
RD−۱×R

)
×R گرفتن نظر در ))با

RD−۱ × R
)
× R

)∗ ∼= (RD−۱ × R
)
× R

.M ∈ R و E ∈ R ،p ∈ RD−۱ آن در که بود خواهد (p, E,M) ش΋ل به اعضایی از متش΋ل A∗

بود: خواهد زیر صورت به σ∗ : G → GL(A∗) دوگان نمایش صورت این در

σ∗(f,ααα)(p, E,M) = (f · p + Mv, E + v · f · p +
۱
۲Mv۲,M).

،(p, E,M) ∈ A∗ تکانه هر برای

O(p,E,M) = {(f·p+Mv, E+v·f·p+۱
۲Mv۲,M) : (f,ααα) ∈ SO(D−۱)⋉RD−۱}.
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کاهش ناپذیر ͳان΋ی نمایش جرم دار، گالیله ذره Έی اسپین جرم دار: ذره

R : SO(D − ۱) → GL(E)

ͳغیرنسبیت تک‐ذره ای حالت های تبدیل قانون و

T :
(

O(D−۱)⋉RD−۱)⋉σ

(
RD−۱×R

)
×R → GL(L۲(O(0,E,M), µ, E))

شد: خواهد تبدیل زیر صورت )به
T (f, v,ααα, t, λ) ·Ψ

)
(q) = e−iEte−iMλe−iq·ααα−iq۲/۲MR(f) ·Ψ

(
(f, v)−۱ ·q

)
.

به O(0,E,M) مدار روی استاندارد خیزهای از پیوسته خانواده آن در که .g−۱
q fgf−۱·q = f چون

مͳ شود: ͳمعرف زیر صورت

g : O(0,E,M) → G : q 7→ gq ≡ (e,
q

M
).
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تقارن دارای فاز فضاهای
ͳهم الحاق مدار روش

ͳهندس کوانتش

مرکزی گسترش های و ͳکوانتوم Έانی΋م
القایی نمایش های
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ویراسورو گروه ͳهم الحاق مدارهای
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مراج΄

. تعریف

..

......

پادمتقارن ͳدوخط نگاشت ،M روی پواسن ساختار Έی باشد. خمینه M کنیم فرض

{·, ·} : C∞(M)× C∞(M) → C∞(M) : (F ,G) 7→ {F ,G}

مͳ کند: صدق لایبنیتز قاعده و ژاکوبی اتحاد در که است

{F , {G,H}}+ {G, {H,F}}+ {H, {F ,G}} = 0 ژاکوبی) (اتحاد

{F ,GH} = {F ,G}H+ G{F ,H} لایبنیتز) (قاعده

فضای Έی یا پواسن خمینه Έی را (M, {·, ·}) جفت و M روی پواسن براکت را {·, ·} نگاشت
مͳ نامیم. فاز

AdS3 گرانش در آن کاربرد و ͳهندس کوانتش ͳعباس محبوبه



تقارن دارای فاز فضاهای
ͳهم الحاق مدار روش

ͳهندس کوانتش

مرکزی گسترش های و ͳکوانتوم Έانی΋م
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مراج΄

. تعریف

..

......

است. M روی ω بسته ناتباهیده 2‐فرم Έی ،M روی همتافته فرم Έی باشد. خمینه M کنیم فرض
مͳ نامیم. همتافته خمینه Έی نیز را (M, ω) جفت

هموار نگاشت ،M خمینه روی ω 2‐فرم Έی •

p 7→ ωp : TpM× TpM → R

است. پادمتقارن ͳدوخط ωp آن در که است
است. ͳخارج مشتق d آن در که dω = ۰ هرگاه است بسته فرم Έی ω گوییم •
باشد. ناتباهیده ωp ،p ∈ M هر برای هرگاه است ناتباهیده فرم Έی ω گوییم •
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. تعریف

..

......

ͳهامیلتون برداری میدان را M روی ξ برداری میدان Έی باشد. همتافته خمینه (M, ω) کنیم فرض
که طوری به باشد داشته وجود F ∈ C∞(M) هرگاه نامیم

iξω = ω(ξ, ·) = dF .

مͳ نامیم. F به نسبت ͳهامیلتون برداری میدان را آن و داده نشان ξF نماد با را ξ صورت این در

است: پواسن خمینه Έی همتافته، خمینه هر

{·, ·} : C∞(M)×C∞(M) → C∞(M) : (F ,G) 7→ {F ,G} ≡ ω(ξF , ξG).
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. تعریف

..

......

M تقارن Έی را ϕ : M → M دیفیومورفیسم باشد. همتافته خمینه (M, ω) کنیم فرض
،p ∈ M هر برای هرگاه مͳ نامیم

ωp(Xp, Yp) = ωϕ(p)(ϕ∗p(Xp), ϕ∗p(Yp)), ∀Xp, Yp ∈ TpM.

. تعریف

..

......

همتافته عمل Έی را G ×M → M هموار عمل باشد. همتافته خمینه Έی (M, ω) کنیم فرض
در باشد. تقارن Έی q 7→ f · q ضابطه با M → M دیفیومورفیسم ،f ∈ G هر برای هرگاه گوییم

است. G تقارن گروه با تقارن دارای فازی فضای Έی M گوییم صورت این
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. تعریف

..

......

است M روی ξX برداری میدان ،X ∈ g با متناظر G ×M → M عمل Έکوچ بی نهایت مولد
مͳ شود: تعریف زیر صورت به که

ξX : M → TM : q 7→ (ξX)q ≡
d

dt

∣∣∣
t=۰

(etX · q).

AdS3 گرانش در آن کاربرد و ͳهندس کوانتش ͳعباس محبوبه



تقارن دارای فاز فضاهای
ͳهم الحاق مدار روش

ͳهندس کوانتش

مرکزی گسترش های و ͳکوانتوم Έانی΋م
القایی نمایش های
گالیله و پوانکاره گروه نمایش های
ͳهندس کوانتش و ͳهم الحاق مدارهای
ویراسورو گروه
ویراسورو گروه ͳهم الحاق مدارهای
ویراسورو مدارهای روی بری فازهای
مراج΄

. تعریف

..

......

هموار نگاشت ،G ×M → M همتافته عمل برای تکانه نگاشت Έی

J : M → g∗ : p 7→ J (p)

،X ∈ g هر برای که طوری به است

ω(ξX, ·) = d⟨J (·), X⟩,

آن در که
JX ≡ ⟨J (·), X⟩ : M → R : q 7→ ⟨J (q), X⟩

را آن باشد، تکانه نگاشت دارای همتافته عمل که ͳصورت در است. M روی حقیقͳ‐مقدار تابع Έی
.ξX = ξJX = {·,JX} که کنیم توجه مͳ نامیم. ͳهامیلتون عمل Έی
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تقارن دارای فاز فضاهای
ͳهم الحاق مدار روش

ͳهندس کوانتش

مرکزی گسترش های و ͳکوانتوم Έانی΋م
القایی نمایش های
گالیله و پوانکاره گروه نمایش های
ͳهندس کوانتش و ͳهم الحاق مدارهای
ویراسورو گروه
ویراسورو گروه ͳهم الحاق مدارهای
ویراسورو مدارهای روی بری فازهای
مراج΄

.
گزاره

..

......

Έکلاسی ͳان΋ی نمایش صورت، این در باشد. ͳهامیلتون عمل Έی G ×M → M کنیم فرض
،X, Y ∈ g هر برای ͳیعن دارد؛ وجود X 7→ JX ضابطه با g → C∞(M) (ͳافکنش)

{JX,JY} = J[X,Y] + c(X, Y)

.[c] ∈ H۲(g;R) آن در که
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تقارن دارای فاز فضاهای
ͳهم الحاق مدار روش

ͳهندس کوانتش

مرکزی گسترش های و ͳکوانتوم Έانی΋م
القایی نمایش های
گالیله و پوانکاره گروه نمایش های
ͳهندس کوانتش و ͳهم الحاق مدارهای
ویراسورو گروه
ویراسورو گروه ͳهم الحاق مدارهای
ویراسورو مدارهای روی بری فازهای
مراج΄
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تقارن دارای فاز فضاهای
ͳهم الحاق مدار روش

ͳهندس کوانتش

مرکزی گسترش های و ͳکوانتوم Έانی΋م
القایی نمایش های
گالیله و پوانکاره گروه نمایش های
ͳهندس کوانتش و ͳهم الحاق مدارهای
ویراسورو گروه
ویراسورو گروه ͳهم الحاق مدارهای
ویراسورو مدارهای روی بری فازهای
مراج΄

. تعریف

..

......

موج توابع از H هیلبرت فضای تخصیص ،(M, {·, ·}) فاز فضای Έی ͳهندس کوانتش
کند: صدق زیر شرایط در که طوری به است آن به M روی ͳمربع انتگرال پذیر

باشد. داشته وجود F 7→ F̂ ضابطه با C∞(M) → End(H ) ͳخط تبدیل (1)
.[F̂ , Ĝ] = iℏ{F̂ , Ĝ} ،F ,G ∈ C∞(M) هر برای (2)

شود. نظیر ۱̂ = idH ͳهمان عملΎر به F(p) = ۱ ثابت تابع (3)

.
گزاره

..

......

ͳخط تبدیل آنگاه باشد، (ω = −dθ) دقیق همتافته فرم با همتافته خمینه Έی (M, ω) اگر

F 7→ F̂ = −iℏξF − ⟨θ, ξF ⟩+ F

مͳ آورد. فراهم ͳهندس کوانتش Έی
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تقارن دارای فاز فضاهای
ͳهم الحاق مدار روش

ͳهندس کوانتش

مرکزی گسترش های و ͳکوانتوم Έانی΋م
القایی نمایش های
گالیله و پوانکاره گروه نمایش های
ͳهندس کوانتش و ͳهم الحاق مدارهای
ویراسورو گروه
ویراسورو گروه ͳهم الحاق مدارهای
ویراسورو مدارهای روی بری فازهای
مراج΄

.
قضیه

..

......

شرط در (M, ω) همتافته خمینه اگر

[
ω

۲πℏ ] ∈ H۲
de Rham(M,Z).

آنگاه باشد)، صحیح عدد Έی بسته بˇعدی دو ΀سط هر روی ω
۲πℏ انتگرال معادل، طور به (یا کند صدق

بود. خواهد کوانتش قابل
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تقارن دارای فاز فضاهای
ͳهم الحاق مدار روش

ͳهندس کوانتش

مرکزی گسترش های و ͳکوانتوم Έانی΋م
القایی نمایش های
گالیله و پوانکاره گروه نمایش های
ͳهندس کوانتش و ͳهم الحاق مدارهای
ویراسورو گروه
ویراسورو گروه ͳهم الحاق مدارهای
ویراسورو مدارهای روی بری فازهای
مراج΄

تکانه نگاشت و G تقارن گروه با کوانتش قابل همتافته خمینه Έی (M, ω) کنیم فرض مسئله:
کند؟ تولید G از کاهش ناپذیر ͳان΋ی نمایش های مͳ تواند ͳهندس کوانتش آیا باشد. J : M → g∗

.
گزاره

..

......

(ͳافکنش ͳکل حالت (در ͳان΋ی نمایش Έی ، X 7→ ĴX ضابطه با t : g → End(H ) نگاشت
است. g ͳل جبر از

.
قضیه

..

......

ضابطه با t : g → End(H ) ͳهمریخت آنگاه باشد، G عمل به نسبت همΎن فضای Έی M اگر
گروه Έی G اگر علاوه براین، مͳ دهد. نتیجه را T : G → GL(H ) ͳان΋ی نمایش ،X 7→ ĴX

بود. خواهد کاهش ناپذیر نمایش Έی حاصل نمایش آنگاه باشد، حل پذیر یا فشرده نیم ساده،
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تقارن دارای فاز فضاهای
ͳهم الحاق مدار روش

ͳهندس کوانتش

مرکزی گسترش های و ͳکوانتوم Έانی΋م
القایی نمایش های
گالیله و پوانکاره گروه نمایش های
ͳهندس کوانتش و ͳهم الحاق مدارهای
ویراسورو گروه
ویراسورو گروه ͳهم الحاق مدارهای
ویراسورو مدارهای روی بری فازهای
مراج΄
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دایره دیفیومورفیسم های گروه
Diff(S۱) ͳالحاق نمایش

ویراسورو کوهمولوژی
ویراسورو گروه

مرکزی گسترش های و ͳکوانتوم Έانی΋م
القایی نمایش های
گالیله و پوانکاره گروه نمایش های
ͳهندس کوانتش و ͳهم الحاق مدارهای
ویراسورو گروه
ویراسورو گروه ͳهم الحاق مدارهای
ویراسورو مدارهای روی بری فازهای
مراج΄

. تعریف

..

......

هموار نیز آن وارون که است F : S۱ → S۱ هموار دوسویی نگاشت Έی دایره، از دیفیومورفیسم  Έی
ترکیب آن، ͳگروه عمل که مͳ دهیم نشان Diff(S۱) نماد با را نگاشت هایی چنین تمام گروه است.

است. توابع

تش΋یل مͳ کنند، حفظ را جهت که دیفیومورفیسم  هایی مجموعه مͳ گیریم. نظر در S۱ روی جهت Έی
گروه را آن و مͳ دهیم نشان Diff+(S۱) با را آن که مͳ دهند Diff(S۱) از زیرگروه Έی

مͳ نامیم. دایره جهت حافظ دیفیومورفیسم  های
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دایره دیفیومورفیسم های گروه
Diff(S۱) ͳالحاق نمایش

ویراسورو کوهمولوژی
ویراسورو گروه

مرکزی گسترش های و ͳکوانتوم Έانی΋م
القایی نمایش های
گالیله و پوانکاره گروه نمایش های
ͳهندس کوانتش و ͳهم الحاق مدارهای
ویراسورو گروه
ویراسورو گروه ͳهم الحاق مدارهای
ویراسورو مدارهای روی بری فازهای
مراج΄

.
لم

..

......

ͳپوشش فضای است. Z برابر آن بنیادین گروه و است هموتوپ S۱ با Diff+(S۱) گروه

مانند دیفیومورفیسم هایی مجموعه مͳ شود داده نشان D̃iff
+
(S۱) نماد با که Diff+(S۱)

،φ ∈ R هر برای که طوری به است f : R → R

f′(φ) > ۰, f(φ+ ۲π) = f(φ) + ۲π.

ͳجهان پوشش دادن نشان برای D̃iff
+
(S۱) دقیق تر نماد جای به Diff(S۱) نماد از پس این از

مͳ کنیم. استفاده
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دایره دیفیومورفیسم های گروه
Diff(S۱) ͳالحاق نمایش

ویراسورو کوهمولوژی
ویراسورو گروه

مرکزی گسترش های و ͳکوانتوم Έانی΋م
القایی نمایش های
گالیله و پوانکاره گروه نمایش های
ͳهندس کوانتش و ͳهم الحاق مدارهای
ویراسورو گروه
ویراسورو گروه ͳهم الحاق مدارهای
ویراسورو مدارهای روی بری فازهای
مراج΄

.
گزاره

..

......

آن ͳل براکت که است S۱ روی برداری میدان های از Vect(S۱) فضای Diff(S۱) گروه ͳل جبر

[X, Y]ͳل جبر = [X, Y]برداری میدان های

مͳ شود. داده
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دایره دیفیومورفیسم های گروه
Diff(S۱) ͳالحاق نمایش

ویراسورو کوهمولوژی
ویراسورو گروه

مرکزی گسترش های و ͳکوانتوم Έانی΋م
القایی نمایش های
گالیله و پوانکاره گروه نمایش های
ͳهندس کوانتش و ͳهم الحاق مدارهای
ویراسورو گروه
ویراسورو گروه ͳهم الحاق مدارهای
ویراسورو مدارهای روی بری فازهای
مراج΄

.
قضیه

..

......

گلفاند‐فاکس 2‐هم دور رده توسط و است بˇعدی Έی Vect(S۱) ͳحقیق کوهمولوژی فضای دومین

c(X, Y) ≡ − ۱
۲۴π

∫ ۲π

۰
dφ X(φ)Y′′′(φ)

مͳ شود. تولید
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دایره دیفیومورفیسم های گروه
Diff(S۱) ͳالحاق نمایش

ویراسورو کوهمولوژی
ویراسورو گروه

مرکزی گسترش های و ͳکوانتوم Έانی΋م
القایی نمایش های
گالیله و پوانکاره گروه نمایش های
ͳهندس کوانتش و ͳهم الحاق مدارهای
ویراسورو گروه
ویراسورو گروه ͳهم الحاق مدارهای
ویراسورو مدارهای روی بری فازهای
مراج΄

.
قضیه

..

......

مͳ شود: ͳمعرف زیر صورت به Diff(S۱) روی بات‐ترستن 2‐هم دور

C(f, g) ≡ − ۱
۴۸π

∫
S۱

log(f′◦g)d log(g′) = − ۱
۴۸π

∫ ۲π

۰
dφ log[f′◦g(φ)]

g′′(φ)

g′(φ)
.

است: گلفاند‐فاکس 2‐هم دور انتگرال بات‐ترستن، 2‐هم دور

c(X, Y) = − ∂۲

∂t∂s

∣∣∣
t=۰,s=۰

[
C(etX, esY)− C(esY, etX)

]
.

است. ͳنابدیه بات‐ترستن 2‐هم دور ویژه، به
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دایره دیفیومورفیسم های گروه
Diff(S۱) ͳالحاق نمایش

ویراسورو کوهمولوژی
ویراسورو گروه

مرکزی گسترش های و ͳکوانتوم Έانی΋م
القایی نمایش های
گالیله و پوانکاره گروه نمایش های
ͳهندس کوانتش و ͳهم الحاق مدارهای
ویراسورو گروه
ویراسورو گروه ͳهم الحاق مدارهای
ویراسورو مدارهای روی بری فازهای
مراج΄

. تعریف

..

......

این است. Diff(S۱) ͳجهان مرکزی گسترش مͳ شود، داده نشان D̂iff(S۱) نماد با که ویراسورو گروه
که هستند (f, λ) جفت های آن اعضای و است Έدیفیومورفی Diff(S۱)× R حاصلضرب با گروه

صورت به نیز گروه این عمل .λ ∈ R و f ∈ Diff(S۱) آن در

(f, λ) · (g, µ) = (f ◦ g, λ+ µ+ C(f, g))

است. بات‐ترستن 2‐هم دور ،C آن در که مͳ شود تعریف
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دایره دیفیومورفیسم های گروه
Diff(S۱) ͳالحاق نمایش

ویراسورو کوهمولوژی
ویراسورو گروه

مرکزی گسترش های و ͳکوانتوم Έانی΋م
القایی نمایش های
گالیله و پوانکاره گروه نمایش های
ͳهندس کوانتش و ͳهم الحاق مدارهای
ویراسورو گروه
ویراسورو گروه ͳهم الحاق مدارهای
ویراسورو مدارهای روی بری فازهای
مراج΄

. تعریف

..

......

است: زیر ͳل براکت به مجهز V̂ect(S۱) = Vect(S۱)⊕ R ͳل جبر ویراسورو، جبر

[(X, λ), (Y, µ)] = ([X, Y], c(X, Y))

است. گلفاند‐فاکس 2‐هم دور نیز c و برداری میدان های معمول ͳل براکت [X, Y] آن در که
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دایره دیفیومورفیسم های گروه
Diff(S۱) ͳالحاق نمایش

ویراسورو کوهمولوژی
ویراسورو گروه

مرکزی گسترش های و ͳکوانتوم Έانی΋م
القایی نمایش های
گالیله و پوانکاره گروه نمایش های
ͳهندس کوانتش و ͳهم الحاق مدارهای
ویراسورو گروه
ویراسورو گروه ͳهم الحاق مدارهای
ویراسورو مدارهای روی بری فازهای
مراج΄

است: زیر صورت به ،D̂iff(S۱) ویراسورو، گروه ͳالحاق نمایش

Âd : D̂iff(S۱) → GL(V̂ect(S۱)) : f 7→ Âdf : V̂ect(S۱) → V̂ect(S۱)

آن در که

Âdf(X, λ) = (AdfX, λ− ۱
۱۲⟨S[f], X⟩)

مͳ شود: تعریف زیر صورت به که است ͳشوارتس مشتق S و Diff(S۱) ͳالحاق نمایش Ad آن در که

S[f](φ) ≡ f′′′(φ)

f′(φ)
− ۳

۲
( f′′(φ)

f′(φ)

)۲
.
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دایره دیفیومورفیسم های گروه
Diff(S۱) ͳالحاق نمایش

ویراسورو کوهمولوژی
ویراسورو گروه

مرکزی گسترش های و ͳکوانتوم Έانی΋م
القایی نمایش های
گالیله و پوانکاره گروه نمایش های
ͳهندس کوانتش و ͳهم الحاق مدارهای
ویراسورو گروه
ویراسورو گروه ͳهم الحاق مدارهای
ویراسورو مدارهای روی بری فازهای
مراج΄

صورت به V̂ect(S۱) ͳل جبر دوگان

V̂ect(S۱)∗ =
(
Vect(S۱)⊕ R

)∗
= Vect(S۱)∗ ⊕ R∗ = F۲(S

۱)⊕ R

است: زیر صورت به ،D̂iff(S۱) ویراسورو، گروه ͳهم الحاق نمایش است.

Âd
∗
: D̂iff(S۱) → GL(V̂ect(S۱)∗) : f 7→ Âdf : V̂ect(S۱)∗ → V̂ect(S۱)∗

آن در که
Âd

∗
f (p, c) = (Ad∗f p − c

۱۲S[f−۱], c)

است. ͳشوارتس مشتق S و Diff(S۱) ͳهم الحاق نمایش Ad∗ آن در که
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عمل تحت (p, c) مدار باشد. شده داده (p(φ)dφ۲, c) ͳهم الحاق بردار کنیم فرض

زیر صورت به (f, (p, c)) 7→ Âd
∗
f p ضابطه با D̂iff(S۱)× V̂ect(S۱)∗ → V̂ect(S۱)∗

مͳ شود: داده نمایش
W(p,c) = {Âd

∗
f p : f ∈ Diff(S۱)},

که: طوری به است Diff(S۱) از ͳزیرگروه p از Gp پایدارساز

W(p,c)
∼=

D̂iff(S۱)
Gp × R

∼=
Diff(S۱)

Gp
.

آن: در که
Gp = {f ∈ Diff(S۱) : Âd

∗
f p = p}
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.
لم

..

......

آن در که باشند △(p,c) · ψ = 0 هیل معادله بهنجار جواب های ψ۲ و ψ۱ کنیم فرض

△(p,c) ≡ − c

۶
∂۲

∂φ۲ + p(φ)

هر برای که طوری به دارد وجود (ͳمونودرام ماتریس نام (به M ∈ SL(۲,R) Έی صورت این در
،φ ∈ R(

ψ۱(φ+ ۲π)
ψ۲(φ+ ۲π)

)
= M ·

(
ψ۱(φ)
ψ۲(φ)

)
.

.
لم

..

......

،S ∈ SL(۲,R) ماتریس Έی ازای به آنگاه باشد، دیΎری بهنجار جواب بردار Φ =
(
ϕ۱
ϕ۲

)
اگر

.MΦ = SMΨS−۱ نتیجه در و Φ = S ·Ψ
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. تعریف

..

......

η : R → S۱ تابع باشند. △(p,c) ·ψ = 0 هیل معادله بهنجار جواب های ψ۲ و ψ۱ کنید فرض

پیچش های تعداد ،η(φ) از n ∈ N پیچش عدد مͳ کنیم. تعریف η(φ) ≡ ψ۱(φ)
ψ۲(φ)

ضابطه با را

مͳ شود. انجام ۲π طول به ͳزمان بازه Έی در η توسط که است دایره حول
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.
قضیه

..

......

پیچش عدد و M ͳمونودرام ماتریس ͳتزویج رده ترتیب به n(p,c) و [M](p,c) و c ̸= ۰ کنیم فرض
Έی به Έی تابع صورت این در باشند. △(p,c) · ψ = 0 هیل معادله به شده نظیر η مسیر

{c مرکزی بار با ͳهم الحاق {مدارهای → {SL(۲,R) ͳتزویج {رده های × N

ضابطه با
W(p,c) 7→

(
[M](p,c), n(p,c)

)
دارد. وجود
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. تعریف

..

......

هرگاه نامیم سهمͳ گون ،|Tr(M)| < ۲ هرگاه نامیم بیضͳ گون را M ∈ SL(۲,R) ماتریس Έی
.|Tr(M)| > ۲ هرگاه نامیم هذلولͳ گون و |Tr(M)| = ۲

.
لم

..

......

ی΋تای دوران ماتریس با M صورت این در باشد. بیضͳ گون M کنیم فرض بیضͳ گون) )(خانواده
cos(۲πω) sin(۲πω)
− sin(۲πω) cos(۲πω)

)
.ω ∈ (۰, ۱۲) ∪ (۱۲ ,۱) آن در که است مزدوج
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.
لم

..

......

زیر ماتریس شش از ͳ΋ی دقیقاً با M صورت این در باشد. سهمͳ گون M کنیم فرض سهمͳ گون) (خانواده
است: مزدوج

±
(۱ ۰
۰ ۱

)
, ±

(۱ ۱
۰ ۱

)
, ±

(۱ −۱
۰ ۱

)
.

.
لم

..

......

ی΋تای ماتریس Έی با M صورت این در باشد. هذلولͳ گون M کنیم فرض هذلولͳ گون) (خانواده

±
(

e۲πω ۰
۰ e−۲πω

)
است. مثبت اکیداً ͳحقیق عدد Έی ω آن در که است مزدوج
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بری فاز ͳمعرف
نمایش نظریه در بری فاز

ویراسورو گروه روی بری فاز
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p ∈ M آن در که مͳ گیریم نظر در H(p) ͳهامیلتون و H حالت های فضای با ͳکوانتوم سیستم Έی
کنیم: فرض است. هموار خمینه Έی M و

شوند. برچسب گذاری n ∈ N صحیح عدد با H(p) از En(p) مقادیر ویژه ،p ∈ M هر برای •
ویژه با متناظر H(p) بهنجار بردار ویژه Έی |ψn(p)⟩ و باشد ناتباهیده En(p) ،p ∈ M هر برای •

باشد. En(p) مقدار
ͳهامیلتون تغییرات و γ(۰) = p که طوری به باشد M در مسیر Έی γ : [۰, T] → M•

باشد. (بی دررو) آهسته بسیار زمان با H(γ(t))
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.
قضیه

..

......

احتمال ،t زمان هر در آنگاه باشد، داشته قرار |ψn(p)⟩ حالت ویژه در ابتدا سیستم اگر بی دررو) (قضیه
است. Έی برابر |ψn(γ(t))⟩ حالت ویژه در سیستم یافتن

شود: نوشته زیر صورت به مͳ تواند t زمان در |ψ(t)⟩ موج تابع صورت، این در

|ψ(t)⟩ = eiθn(t)|ψn(γ(t))⟩

بنابراین: است. ͳحقیق فاز Έی θn آن در که

θn(T) = −۱
ℏ

∫ T

۰
dt En(γ(t)) +

∫ T

۰
dt i⟨ψn(γ(t))|

∂

∂t
|ψn(γ(t))⟩.
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θn,geom ≡
∫ T

۰
dt i⟨ψn(γ(t))|

∂

∂t
|ψn(γ(t))⟩.

. تعریف

..

...... مͳ نامیم. بری فاز را آن و داده نشان Bn(γ) با را θn,geom باشد، بسته M در γ مسیر که ͳصورت در
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ͳهامیلتون H و است ͳزمان انتقال های شامل که باشد ͳکوانتوم سیستم Έی تقارن گروه G کنیم فرض
فضای در G از ͳان΋ی نمایش Έی U : G → GL(H ) کنیم فرض همچنین، دهد. نشان را سیستم

باشد. H حالت های
،f ∈ G هر برای آنگاه باشد، (ناتباهیده) E مقدار ویژه با متناظر H بهنجار بردار ویژه Έی |ϕ⟩ اگر •

در است. E مقدار ویژه همان با متناظر H(f) ≡ U(f)HU(f)−۱ بهنجار بردار ویژه Έی U(f)|ϕ⟩
مͳ شوند. برچسب گذاری f ∈ G اعضای توسط H(f) هامیلتونͳ های صورت این

ͳهامیلتون آنگاه ،γ(۰) = f که طوری به باشد G در مسیر Έی γ : [۰, T] → G اگر •
خواهیم باشد، بی دررو فرآیند که ͳصورت در شد. خواهد زمان به وابسته U(γ(t))HU(γ(t))−۱

داشت:

θ(T) = −ET

ℏ
+ i

∫ T

۰
dt ⟨ϕ|U(γ(t))† ∂

∂t
U(γ(t))|ϕ⟩.
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. تعریف

..

......

صورت به G روی Θ مارر‐کارتان g‐مقدار 1‐فرم باشد. g ͳل جبر با ͳل گروه Έی G کنیم فرض
Έی) ͳخط تبدیل Έی Θγ(t) : Tγ(t)G → g آن در که مͳ شود تعریف γ(t) 7→ Θγ(t)

است: زیر ضابطه با (ͳریخت΋ی

γ̇(t) 7→ Θγ(t)(γ̇(t)) ≡
∂

∂τ

∣∣∣
τ=t

(
γ(t)−۱ · γ(τ)

)
صورت: این در

u
[ ∂
∂τ

∣∣∣
τ=t

(γ(t)−۱ · γ(τ))
]
= U(γ(t))−۱ ∂

∂t
U(γ(t)).

بود: خواهد زیر صورت به ͳگروه نظریه  بری فاز بنابراین است. ͳهمان در U دیفرانسیل u آن در که

Bϕ(γ) =

∮
γ

i⟨ϕ|u(Θ)|ϕ⟩.
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مͳ شود: محاسبه زیر صورت به D̂iff(S۱) ویراسورو گروه روی مارر‐کارتان فرم

Θ̂(f,α)(ḟ(t, ·),۰) =
(

ḟ(t, φ)

f′(t, φ)

∂

∂φ
,
۱
۴۸

∫ ۲π

۰
dφ

ḟ(t, φ)

f′(t, φ)

( f′′(t, φ)

f′(t, φ)

)′)
.
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با ویراسورو جبر از وزن بیشترین با ͳان΋ی نمایش Έی u : V̂ect(S۱) → End(H ) کنیم فرض
باشد. h وزن بیشترین با متناظر بردار ویژه |h⟩ کنیم فرض باشد. h وزن بیشترین و c > ۰ مرکزی بار

این .f(۰, ·)−۱ ◦ f(T, ·) ∈ U(۱) است ͳکاف نتیجه در و است U(۱) گروه ،|h⟩ پایدارساز اما
است: θ زاویه با دوران Έی f(۰, ·)−۱ ◦ f(T, ·) ͳیعن

f−۱(۰, f(T, φ)) = φ+ θ.

صورت: این در

Bh,c(f) = − 1

2π

∫ T

0
dt

∫ 2π

0
dφ

ḟ

f′

(
h − c

24
+

c

24
(

f′′

f′
)′
)

+ (h − c

24
)f−1(0, f(T, 0)).
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القایی نمایش های
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ͳهندس کوانتش و ͳهم الحاق مدارهای
ویراسورو گروه
ویراسورو گروه ͳهم الحاق مدارهای
ویراسورو مدارهای روی بری فازهای
مراج΄
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